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鴿籠原理 
范谷瑜 

Apr. 21, 2019 

【定理 1】把𝑛 + 1隻鴿子放入𝑛個籠子裡，至少有一個籠子裡有兩隻鴿子。 

【範例 1】十三個人中一定有兩個人同一個月份生日。 

【範例 2】三個整數中一定有兩個整數的和被二整除。 

證明：由鴿籠原理知道三個整數中必定有兩個整數的奇偶相同，而他們的和被二整

除。 

【定理 2】把𝑚𝑛 + 1隻鴿子放入𝑛個籠子裡，至少有一個籠子裡有𝑚 + 1隻鴿子。 

【範例 3】把十個人分成三組一定有一個小組有四個人。 

【範例 4】三十個人若男女各半則圍成一圈時必有一個人的左右兩邊都是女生 

證明：如果有一個男生的左右兩邊都是女生，則滿足題意。所以每個男生的旁邊至少

有一個男生，也就是排成一圈時連續的男生至少兩個人，那麼連續的男生最多有七

組。此時，讓女生排入圈中，因為有七組連續的男生所以有七組空隙，由鴿籠原理知

道有三個連續的女生排在一起，此時中間的女生左右兩邊都是女生。 

【定理 3】把𝑚隻鴿子放入𝑛個籠子裡，至少有一個籠子裡有⌈
𝑚

𝑛
⌉隻鴿子。 

【範例 5】把 94顆球放到 87個箱子裡，至少有一個箱子裡有兩顆球。 

【範例 6】把{1, ⋯ ,20}分割成 A、B、C三個集合，必定存在三個相異元素𝑥, 𝑦, 𝑧在同

一個集合中使得𝑥 + 𝑦 = 𝑧 

證明：鴿籠原理可以知道必有一個集合有 7個元素，不妨假設是 A且𝑎1 < 𝑎2 < 𝑎3 <

𝑎4 < 𝑎5 < 𝑎6 < 𝑎7，根據題意當𝑖 = 2, ⋯ ,7時𝑎𝑖 − 𝑎1不在這個集合中，再用一次鴿籠原

理得到，B或 C中至少有一個集合包含𝑎𝑖 − 𝑎1中的三個，不妨假設是 B且𝑏1 < 𝑏2 <

𝑏3，則根據題意𝑏2 − 𝑏1和𝑏3 − 𝑏1不在 A中也不在 B中，所以此兩元素皆位於 C中，則

𝑏3 − 𝑏2不論位於 A或 B 或 C中皆使得題意成立。 

【定理 4】把𝑚隻鴿子放入𝑛個籠子裡，存在一個籠子裡至多有⌊
𝑚

𝑛
⌋隻鴿子 

【範例 7】籃球比賽中，A隊的五位選手共得了 103分，則存在一位選手的得分最多

20分 

【範例 8】在圓周的 30個等分點上隨機填上 0或 1兩種數字，令 A為一個由 3 個 0和

3個 1所排成的 6位序列，若將 A依序放置於圓周等分點上，一定會有一

種放置方案使得相同的位數不超過 3位。 

證明：考慮圓周上的 1個點，由於該點會和 A 上的每個數字各重複一次，故不論該點

為 0或 1都將被相同的數字對應 3次，所以圓上 30個數字將會被相同的數字對應 90

次，由鴿籠原理得到至少有一種對應方式使得相同的位數不超過⌊
90

30
⌋ = 3位。 
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【習題 1】從 52張樸克牌中抽出 45張一定會有同花順。(E) 

【習題 2】從{1, ⋯ ,2𝑛}中挑出𝑛 + 1個數字，必定存在一個數字是另一個的倍數。(E) 

【習題 3】假設認識與不認識的關係是互相的，也就是說 A認識 B若且唯若 B認識

A，則六個人中必有三個人兩兩認識或兩兩不認識。(E) 

【習題 4】假設認識與不認識的關係是互相的，則任意𝑛個人中必有兩個人認識的人數

相同。(E) 

【習題 5】{1, ⋯ ,40}排成一圈，則存在連續的三個整數使得他們的和不大於 60. (N) 

【習題 6】100個整數排成一列，則存在一串連續的整數使得他們的和被100整除。(N) 

【習題 7】{1, ⋯ ,50}排成一列，則存在一個長度為 8的遞增子列或遞減子列。(N) 

【習題 8】假設認識與不認識的關係是互相的，現在有三個 24人的班級，如果這 72

個人都認識另外兩個班 48人中至少 25個人，則可以從三個班各挑出一個

人使他們兩兩認識。(H) 

【習題 9】一個圓被 18個點等分成 18個弧，其中有 6個點塗成藍色、6個點塗成紅

色、6個點塗成黃色，則可從每個顏色中各選出兩個點連成一線段，使得這

三條線段等長。(H) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



___________________________________________________________________________________ 

___________________________________________________________________________________ 
3 

Burnside 引理 

范谷瑜 

Apr. 21, 2019 

【問題】在一個正三角形的三邊上塗上黑白兩種顏色後會形成幾種不同的圖樣呢？此

問題目測就有答案，但是如果改成正五邊形、正十邊形還是一樣容易嗎？如

果改成三種顏色、五種顏色呢？ 

  Burnside引理是一個組合計數十分好用的定理，他可以幫助我們解決上述的著色

數問題，以下內容假設大家對於集合已經有基本的概念，像是如何表示一個集合？何

為包含、屬於？什麼是集合的相等？聯集、交集、卡氏積這些運算又是什麼？若對於

以上問題你皆有正確的理解，底下將進入本次的主題 Burnside引理。 

【定義 1】給定一個從A到B的函數 𝑓 

我們說函數𝑓是單射的意思是∀𝑎 ∈ A 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑎′) ⟹ 𝑎 = 𝑎′. 

我們說函數𝑓是滿射的意思是∀𝑏 ∈ B ∃𝑎 ∈ A 使得 𝑓(𝑎) = 𝑏. 

我們說在函數𝑓之下B的子集合B′的原像(記做 𝑓−1(B′))是{𝑎 ∈ A|𝑓(𝑎) ∈ B′}. 

【定義 2】一個集合A上的二元運算∗是一個從A × A送到A的函數，如果∗ (𝑥, 𝑦) = 𝑧我

們一般會記做𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑧. 

【定義 3】如果一個集合G搭配一個G上的二元運算∗並滿足以下三個條件，則我們稱之

為群，並記做(G,∗)簡寫成G. 

結合律：∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ G (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐). 

單位元：∃𝑒 ∈ G 使得 ∀𝑔 ∈ G 𝑒 ∗ 𝑔 = 𝑔 ∗ 𝑒 = 𝑔. (其中𝑒是G中的單位元) 

逆元素：∀𝑔 ∈ G ∃𝑔′ ∈ G 使得 𝑔 ∗ 𝑔′ = 𝑔′ ∗ 𝑔 = e. 

(因為𝑔′是唯一的所以我們一般會把𝑔的逆元素𝑔′記成𝑔−1) 

如果一個群G中集合G的元素個數是有限的則稱其為有限群。 

【範例 1】∀𝑛 ∈ ℕ ℤ𝑛 ≔ ({0,1, ⋯ , 𝑛 − 1}, +𝑛) 

+𝑛: {0,1, ⋯ , 𝑛 − 1} × {0,1, ⋯ , 𝑛 − 1} → {0,1, ⋯ , 𝑛 − 1} 

𝑥+𝑛𝑦 = 𝑧 其中 𝑧 使得 𝑥 + 𝑦 = 𝑞𝑛 + 𝑧 𝑞 ∈ ℤ 𝑧 ∈ {0,1, ⋯ , 𝑛 − 1} 

【範例 2】∀𝑛 ∈ ℕ 𝑆𝑛 ≔ (𝑃𝑛 ,∘) 其中 𝑃𝑛 = {𝑓: {1,2, ⋯ , 𝑛} → {1,2, ⋯ , 𝑛}|𝑓是單射且滿射} 

∘: 𝑃𝑛 × 𝑃𝑛 → 𝑃𝑛 𝑓 ∘ 𝑔 = ℎ 其中 ℎ 使得 ∀𝑥 ∈ {1,2, ⋯ , 𝑛} 𝑓(𝑔(𝑥)) = ℎ(𝑥) 

【範例 3】∀𝑛 ∈ ℕ 𝐷𝑛 ≔ ({使正𝑛邊形不變的操作},∗) 

∗: {使正𝑛邊形不變的操作} × {使正𝑛邊形不變的操作} → {使正𝑛邊形不變的操作} 

操作𝑎 ∗操作𝑏 = 操作𝑐 其中 操作𝑐相當於先操作𝑏再操作𝑎 

【定義 4】給定一個集合X，我們說一個群G作用在集合X上的群作用，指的是一個從

G × X到X的函數⋅: G × X → X，且滿足以下兩個條件 

1. ∀𝑔, ℎ ∈ G ∀𝑥 ∈ X (𝑔 ∗ ℎ) ⋅ 𝑥 = 𝑔 ⋅ (ℎ ⋅ 𝑥). 

2. ∀𝑥 ∈ X 𝑒 ⋅ 𝑥 = 𝑥 其中𝑒是G中的單位元。 

如果⋅ (𝑔, 𝑥) = 𝑦我們一般會記做𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑦. 

【定義 5】給定一個群G作用在集合X上的群作用，我們說𝑥在這個群作用下的軌道O𝑥
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指的是{𝑔 ⋅ 𝑥|𝑔 ∈ G}. 

【定義 6】給定一個群G作用在集合X上的群作用，我們說𝑥在這個群作用下的穩定子群

(迷向子群)G𝑥指的是{𝑔|𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥}. 

【範例 4】給定ℤ𝑛作用在集合{0,1, ⋯ , 𝑛 − 1}上的群作用 

+𝑛: ℤ𝑛 × {0,1, ⋯ , 𝑛 − 1} → {0,1, ⋯ , 𝑛 − 1} 

𝑥+𝑛𝑦 = 𝑧 其中 𝑧 使得 𝑥 + 𝑦 = 𝑞𝑛 + 𝑧 𝑞 ∈ ℤ 𝑧 ∈ {0,1, ⋯ , 𝑛 − 1} 

【範例 5】給定𝑆𝑛作用在集合{1,2, ⋯ , 𝑛}上的群作用 

⋅: 𝑆𝑛 × {1,2, ⋯ , 𝑛} → {1,2, ⋯ , 𝑛} 𝑓 ⋅ 𝑥 = 𝑓(𝑥) 

【範例 6】給定𝐷𝑛作用{正𝑛邊形的邊}上的群作用 

∗: 𝐷𝑛 × {正𝑛邊形的邊} → {正𝑛邊形的邊} 

操作𝑎 ∗邊𝑥 = 邊𝑦 其中 邊𝑦相當於邊𝑥經過操作𝑎操作後所移動到的邊 

【引理 1】假設群G作用在集合X上那麼∀𝑥, 𝑥′ ∈ X O𝑥 ∩ O𝑥′ ≠ ∅ ⇔ O𝑥 = O𝑥′ 

證明： 

" ⟹ " 假設O𝑥 ∩ O𝑥′ ≠ ∅，那麼存在𝑦 ∈ O𝑥 ∩ O𝑥′. 

∵ 𝑦 ∈ O𝑥 ∩ O𝑥′. ∴ 𝑦 ∈ O𝑥且𝑦 ∈ O𝑥′ ⇒ ∃𝑔 ∈ G 使得𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑦且∃𝑔′ ∈ G 使得𝑔′ ⋅ 𝑥′ = 𝑦. 

∵ ∀𝑎 ∈ O𝑥  ∃𝑔𝑎 ∈ G 使得 𝑔𝑎 ⋅ 𝑥 = 𝑎 且 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑦 = 𝑔′ ⋅ 𝑥. 

∴ 𝑎 = 𝑔𝑎 ⋅ 𝑥 = 𝑔𝑎 ⋅ (𝑔−1 ∗ 𝑔) ⋅ 𝑥 = 𝑔𝑎 ⋅ 𝑔−1 ⋅ 𝑦 = (𝑔𝑎 ∗ 𝑔−1 ∗ 𝑔′) ⋅ 𝑥′ ⟹ O𝑥 ⊆ O𝑥′. 

接著將O𝑥和O𝑥′的角色互換由同樣的證明手法得到O𝑥′ ⊆ O𝑥，於是O𝑥 = O𝑥′. 

" ⟸ " 因為𝑥 = 𝑒 ⋅ 𝑥且O𝑥 = O𝑥′. 所以𝑥 ∈ O𝑥且𝑥 ∈ O𝑥′ ⟹ O𝑥 ∩ O𝑥′ ≠ ∅. 

【引理 2】假設群G作用在有限集合X上那麼X = ∐ O𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 . 

證明：因為X是有限集合且𝑥 ∈ O𝑥. 所以可令X = {𝑥𝑖|𝑖 = 1, ⋯ , |X|}於是X = ⋃ O𝑥𝑖

|X|
𝑖=1 . 

所以我們由【引理 1】可以找到𝑛 ∈ ℕ 使得 X = ∐ O𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 . 

【引理 3】假設群G作用在集合X上那麼∀𝑥 ∈ X, 𝑔 ∈ G G𝑔∙𝑥 = 𝑔 ∗ G𝑥 ∗ 𝑔−1. 

證明： 

" ⟹ " 因為∀ℎ ∈ G𝑔∙𝑥 ℎ ⋅ (𝑔 ⋅ 𝑥) = 𝑔 ⋅ 𝑥 ⇒ (𝑔−1 ∗ ℎ ∗ 𝑔) ⋅ 𝑥 = 𝑥 ⇒ 𝑔−1 ∗ ℎ ∗ 𝑔 ∈ G𝑥 

⇒ ℎ ∈ 𝑔 ∗ G𝑥 ∗ 𝑔−1. 所以G𝑔∙𝑥 ⊆ 𝑔 ∗ G𝑥 ∗ 𝑔−1. 

" ⟸ " 因為∀ℎ ∈ 𝑔 ∗ G𝑥 ∗ 𝑔−1 𝑔−1 ∗ ℎ ∗ 𝑔 ∈ G𝑥 ⇒ (𝑔−1 ∗ ℎ ∗ 𝑔) ⋅ 𝑥 = 𝑥 

⇒ ℎ ⋅ (𝑔 ⋅ 𝑥) = 𝑔 ⋅ 𝑥 ⇒ ℎ ∈ G𝑔∙𝑥. 所以𝑔 ∗ G𝑥 ∗ 𝑔−1 ⊆ G𝑔∙𝑥. 於是G𝑔∙𝑥 = 𝑔 ∗ G𝑥 ∗ 𝑔−1. 

【引理 4】假設有限群G作用在有限集合X上那麼∀𝑥 ∈ X |G𝑥| ∙ |O𝑥| = |G| 

證明：固定一個𝑥 ∈ X定義𝑓: G → O𝑥 使得 𝑓(𝑔) = 𝑔 ⋅ 𝑥 接著由【引理 3】我們有 

∀𝑔 ∈ G |𝑓−1(𝑔 ⋅ 𝑥)| = |{ℎ|ℎ ∈ G, ℎ ⋅ 𝑥 = 𝑔 ⋅ 𝑥}| = |{ℎ|ℎ ∈ G, (ℎ ⋅ 𝑔−1) ⋅ 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑔 ⋅ 𝑥}| 

= |{ℎ ⋅ 𝑔−1|ℎ ∈ G, (ℎ ⋅ 𝑔−1) ⋅ 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑔 ⋅ 𝑥}| = |G𝑔⋅𝑥| = |𝑔 ∗ G𝑥 ∗ 𝑔−1| = |G𝑥|. 

因為𝑓是一個滿射。 所以|G| = |∐ G𝑦𝑦∈O𝑥
| = ∑ |G𝑦|𝑦∈O𝑥

= ∑ |G𝑥|𝑦∈O𝑥
= |O𝑥| ∙ |G𝑥|. 

【引理 5】(Burnside引理)假設有限群G作用於有限集合X上，則X的軌道個數共有 

1

|𝐺|
∙ ∑|𝐹(𝑔)|

𝑔∈G

 

其中𝐹(𝑔) = {𝑥 ∈ X|𝑔 ∙ 𝑥 = 𝑥}. 
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證明：由【引理 2】我們可以假設X = ∐ O𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 ，其中𝑛就是X的軌道個數，接著考慮 

Y ≔ {(𝑔, 𝑥)|(𝑔, 𝑥) ∈ G × X, 𝑔 ⋅ 𝑥 = 𝑥} 

由Y的定義知道|Y| = ∑ |𝐹(𝑔)|𝑔∈G . 

另一方面，由【引理 4】得到|Y| = ∑ |G𝑥|𝑥∈X = ∑ ∑ |G𝑥|𝑥∈O𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 = ∑ ∑ |G𝑔⋅𝑥𝑖

|𝑔⋅𝑥𝑖∈O𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

= ∑ ∑ |G𝑔⋅𝑥𝑖
|𝑔⋅𝑥𝑖∈O𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 = ∑ ∑

|G|

|O𝑔⋅𝑥𝑖
|

𝑔⋅𝑥𝑖∈O𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 = ∑ ∑

|G|

|O𝑥𝑖
|

𝑔⋅𝑥𝑖∈O𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1 = ∑ |G|𝑛

𝑖=1 = 𝑛|G|. 

所以∑ |𝐹(𝑔)|𝑔∈G = |Y| = 𝑛|G| ⇒ 𝑛 =
1

|𝐺|
∙ ∑ |𝐹(𝑔)|𝑔∈G . 

【範例 7】使用三種不同顏色在一個正三角形的三個頂點上塗色，如果我們把旋轉後

或翻面後會一樣的塗色法視為同一種，請問有幾種不同的塗色法。 

【範例 8】使用四種不同顏色在一個長方形的四個頂點上塗色，如果我們把旋轉後或

翻面後會一樣的塗色法視為同一種，請問有幾種不同的塗色法。 

【範例 9】使用五種不同顏色在一個正四面體的四個頂點上塗色，如果我們把旋轉後

會一樣的塗色法視為同一種，請問有幾種不同的塗色法。 

【習題 1】使用四種不同顏色在一個正方形的四個頂點上塗色，如果我們把旋轉後或

翻面後會一樣的塗色法視為同一種，請問有幾種不同的塗色法。(E) 

【習題 2】使用五種不同顏色在一個正六邊形的六個頂點上塗色，如果我們把旋轉後

或翻面後會一樣的塗色法視為同一種，請問有幾種不同的塗色法。(E) 

【習題 3】使用十種不同顏色在一個正十二邊形的十二個頂點上塗色，如果我們把旋

轉後或翻面後會一樣的塗色法視為同一種，請問有幾種不同的塗色法。(E) 

【習題 4】使用六種不同顏色在一個1 × 2 × 3長方體的八個頂點上塗色，如果我們把

旋轉後會一樣的塗色法視為同一種，請問有幾種不同的塗色法。(N) 

【習題 5】使用五種不同顏色在一個1 × 1 × 2長方體的八個頂點上塗色，如果我們把

旋轉後會一樣的塗色法視為同一種，請問有幾種不同的塗色法。(N) 

【習題 6】使用四種不同顏色在一個正立方體的八個頂點上塗色，如果我們把旋轉後

會一樣的塗色法視為同一種，請問有幾種不同的塗色法。(N) 

【習題 7】使用四種不同顏色在一個正八面體的六個頂點上塗色，如果我們把旋轉後

會一樣的塗色法視為同一種，請問有幾種不同的塗色法。(N) 

【習題 8】使用四種不同顏色的1 × 1 × 1立方塊排成2 × 2 × 2立方塊，如果我們把旋

轉後會一樣的排法視為同一種，請問有幾種不同的排法。(N) 

【習題 9】使用四種不同顏色的1 × 1 × 1立方塊各兩個排成2 × 2 × 2立方塊，如果我

們把旋轉後會一樣的排法視為同一種，請問有幾種不同的排法。(H) 

【習題 10】使用兩種不同顏色的1 × 1 × 1立方塊各四個排成2 × 2 × 2立方塊，如果我

們把旋轉後會一樣的排法視為同一種，請問有幾種不同的排法。(H) 

【習題 11】使用三種不同顏色的1 × 1 × 1立方塊各四個排成2 × 2 × 2立方塊，如果我

們把旋轉後會一樣的排法視為同一種，請問有幾種不同的排法。(H) 

 


